ZUSTANDSFUNKTIONEN BEI VIELKOMPONENTENSYSTEMEN

Verhiltnis zwischen der Teilchenzahl in Meeres-
hohe und der Zahl der Primirteilchen angibt,
beides fiir senkrechten Einfall, da die erhohte Ab-
sorption fiir schriigen Einfall schon durch cos?«
beriicksichtigt ist.

Strahlt dagegen die Sonne im zeitlichen und
riumlichen Durchschnitt pro em? und sec Ny )
Teilchen in die Raumwinkeleinheit ab, so wiirde
eine im Abstand der Erde gegen die Sonne ge-
richtete gleiche Apparatur bei Abschirmung
durch die Atmosphire

R\*

N, = Plf'n(f-E;) N
Teilchen registrieren. Dabei ist R der Sonnen-
radius =~ 7-101° ¢m und E die mittlere Entfernung
von der Sonne =~ 1,5-1013 cm. Weiter ist impli-
ziert, daB die Sonne die Ultrastrahlung nach allen
Richtungen im zeitlichen Mittel in gleicher Stirke
aussendet.

Mit dem oben abgeschitzten Mittelwert N
=0,03-Na“g. folgt aus (1) und (2)

N = 450 N

0, sol 0, allg. *
D.h. bei unseren Voraussetzungen, daf} die Sonne
mindestens 450-mal soviel Ultrastrahlungsteilchen
mit magnetischen Steifigkeiten = 1,2-107 Gauli- cm
ausgestrahlt hat, als sie maximal absorbieren
konnte. Diese Zahl basiert nur auf den verhilt-
nismibig seltenen groBeren Effekten. Es erscheint
nicht ausgeschlossen, daB eine groBere Anzahl

N, . PF/15000 (2)

T —
0,s0l — *0,
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kleiner und deshalb nicht erfaliter Effekte einen
noch grioferen Beitrag zu Ny, sor liefern wiirde.

Beim sichtbaren Licht ist das Verhilinis
Jo, so1/ /o, Fixsterne WM mehrere  Grofenordnungen
grofler. Nimmt man also an, dafl die Ultrastrah-
lungsemission bei anderen Sternen &dhnlicher
Spektraltypen in &hnlichem Verhiiltnis wie bei der
Sonne erfolgt, so reicht diese Ultrastrahlung bei
geradliniger Ausbreitung keineswegs aus, um die
Intensitit der allgemeinen Ultrastrahlung zu er-
kldren. Da aber die Ultrastrahlung ablenkbar ist,
kann sie in sehr ausgedehnten und zeitlich kon-
stanten Magnetfeldern, wie z.B. in einem heute
ofters diskutierten galaktischen Magnetfeld, selbst
bei geringster Feldstérke festgehalten und sogar
im Lauf der Zeit angesammelt werden, weil die
Absorption infolge der geringen Raumerfiillung
mit Materie nur sehr langsam erfolgt. Ob damit
die allgemeine Ultrastrahlung zum gréfieren Teil
auf dhnliche Vorgidnge wie die solare Ultrastrah-
lung zuriickgefiithrt werden kann, laBt sich bei
den heutigen unsicheren Unterlagen keineswegs
entscheiden. Immerhin ist mit dieser Moglichkeit
zu rechnen.

Die vorliegende Arbeit wurde in der Forschungs-
stelle fiir Physik der Stratosphidre der
Kaiser-Wilhelm-Gesellschaft ausgefiihrt. Dem Leiter
der Forschungsstelle, Hrn. Prof. Dr. I&. Regener,
danke ich fiir die stetige groBziigige Unterstiitzung
dieser auf lingere Sicht angelegten Arbeiten herz-
lichst.

Einige allgemeine Beziehungen fiir Zustandsfunktionen

bei Vielkomponentensystemen

Von RoLF HAASE
Aus dem Physikalisch-chemischen Institut der Universitit Marburg
(Z. Naturforschg. 3a, 285—290 [1948]; eingegangen am 23. Februar 1948)

Aus allgemeingiiltigen thermodynamischen Beziehungen wird ein Zusammenhang zwi-
schen partiellen molaren und mittleren molaren Zustandsgrolen hergeleitet. Aus diesem
Zusammenhang folgen u. a. die Grundlagen der bekannten geometrischen Verfahren zur
Ermittlung partieller molarer Gréfen bei Zwei- und Dreistoffgemischen. Ferner ergeben
sich Rechenvereinfachungen fiir die analytische Bestimmung der partiellen molaren Zu-
standsfunktionen bei Systemen mit beliebig vielen Komponenten. Die Koexistenzbedin-
gungen fiir zwei Phasen werden in eine solche Form gebracht, dafi die Grundgleichungen
der vielbenutzten geometrischen Darstellungen ebenfalls als Spezialfille der allgemeinen
Gleichungen fiir beliebig viele Komponenten erkannt werden. Einige Anwendungen der
abgeleiteten Beziehungen auf Verdampfungsgleichgewichte werden gebracht.

In der Literatur wird fiir die Darstellung von
partiellen molaren GrioBen bei bindren und ter-
niren Gemischen hiufig von geometrischen Ver-

anschaulichungen Gebrauch gemacht. Da diese
Methode bei Systemen mit mehr als drei Kompo-
nenten versagt, erscheint es wiinschenswert, den

Dieses Werk wurde im Jahr 2013 vom Verlag Zeitschrift fir Naturforschung
@ @ @ in Zusammenarbeit mit der Max-Planck-Gesellschaft zur Férderung der
BY ND Wissenschaften e.V. digitalisiert und unter folgender Lizenz veréffentlicht:
Creative Commons Namensnennung-Keine Bearbeitung 3.0 Deutschland
Lizenz.

This work has been digitalized and published in 2013 by Verlag Zeitschrift
fir Naturforschung in cooperation with the Max Planck Society for the
Advancement of Science under a Creative Commons Attribution-NoDerivs
3.0 Germany License.

Zum 01.01.2015 ist eine Anpassung der Lizenzbedingungen (Entfall der
Creative Commons Lizenzbedingung ,Keine Bearbeitung*) beabsichtigt,
um eine Nachnutzung auch im Rahmen zukiinftiger wissenschaftlicher
Nutzungsformen zu erméglichen.

On 01.01.2015 it is planned to change the License Conditions (the removal
of the Creative Commons License condition “no derivative works”). This is
to allow reuse in the area of future scientific usage.



286

allgemeinen analytischen Ausdruck zu finden, der
fiir beliebige Systeme gilt.

Auch der geometrischen Darstellung der Ko-
existenzbedingungen fiir Zwei- und Dreistoff-
systeme mul eine allgemeine analytische Bezie-
hung zugrunde liegen. Diese soll auf ebenso ein-
fache wie allgemeine Weise abgeleitet werden.

z sei ein beliebiger Extensitdtsparameter. d. h.
eine thermodynamische Zustandsfunktion, die in
bezug auf die Molzahlen aller Komponenten
homogen und ersten Grades ist (z.B. Volumen.
Energie, Entropie). Wir wéhlen als unabhingige
Variable die Molzahlen m, , m, ....m,, den Druck

n?

P und die Temperatur 7. Dann gilt:

dz= 57:

N Rt

k=1

Ferner ist wegen des Eulerschen Satzes:

n 92
2= Z m, ‘}')}h% g ()

=1

Daraus ergibt sich:
n 9 n 9
dz = Z m, d }7;;}; + Z »9—’;; dm, . 3)
E=1 , k=1

Aus (1) und (3) folgt die verallgemeinerte
Gibbs-Duhemsche Beziehung?:

- "Rl St
k=1

Wir setzen fiir eine beliebige Komponente i:

2 .
()m’ =2z, ®)
nz = Z’

Z 7"1(. (6)
k=1
m (7)
Z 7nk
P=1

1. A.Guggenheim, Modern 'I‘hermodynamicé,
London 1933, S. 30.
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Wir erhalten aus (2), (5), (6) und (7):

Z= M5 (2a)
k=1
Aus (4), (5) (6) und (7) ergibt sich:
n (7Z 9Z ;
D a dz,— SpaP—SpdT=0. (4a)
Be=1

Z ist die (mittlere) molare Zustandsgrobe der
Mischung. 2, die partielle molare Griolie der Kom-
ponente i und z; der Molenbruch der Komponente
i. Die Molenbriiche sind jedoch nicht alle unab-
héngig; denn zwischen ihnen besteht die Identitit:

2m=1 ®)
k=1

Wir wihlen als unabhéngige Molenbriiche dieder
(n-1) ersten Komponenten; dann gilt fiir den
Molenbruch der n-ten Komponente:

n—1

z, =1— Z z, .
k=1
Daraus erhalten wir:
— =1, 9)

Aus (2a) und (9) folgt:

n

A 7
Ty = 2 Y, TR R

K==l

Da diese Differentiation bei konstantem P und
T ausgefiihrt ist, folgt aus (4a):

n

2,
e
Z T {)‘Tz
k=1
Aus den beiden letzten Gleichungen ergibt sich
die wichtige Beziehung:

e =n—%,. e

Substituieren wir in (2a) z, mit (10), so erhalten
wir:
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n—1

YA
k=1
Fiir n = 2 folgt:
A
22 = Z—x1*971 y (123-)
A
21=Z—x2%2. (12b)

Dies fiihrt zu einer bekannten Darstellung der
partiellen molaren Grofen im Z-z-Diagramm?2:
2, ist der durch die Tangente an den betreffenden
Punkt der Z-z-Kurve auf der Achse z, =1 er-
zeugte Ordinatenabschnitt, z, der entsprechende
Abschnitt auf der Achse z, =1

Fiir n =3 ergibt sich aus (11):

7% I

—Z— gz 2L 13
2 Z z, o, , Jz, y (1834a)
YA YA

_ , 13b
2y =2 —u, o, , 22 ; (13Db)
WA P
= — —_ . 13
2y =12 z, o, z, o (18¢)

Hieraus folgt ebenfalls eine einfache Beziehung
bei der Darstellung der Funktion Z in einem
rdumlichen Koordinatensystem, in dem zwei
Molenbriiche als Variable in einer Ebene und die
Z-Werte durch auf dieser Ebene senkrecht er-
richtete Ordinaten abgebildet sind. Nehmen wir in
der Ebene Mobiussche Dreieckskoordinaten
(das Gibbssche Darstellungsdreieck), so ent-
sprechen die drei Eckpunkte A , A,, A, des
gleichseitigen Dreiecks den Werten z,=12z,=1,
z, = 1. Die Abschnitte auf den in ALA,, A, er-
richteten Loten, erzeugt durch die an .einen Punkt
P der Z-Fliche gelegte Tangentialebene, geben
dann die Werte der partiellen molaren Grofen
2y, %,, 2, tir den Punkt P an?.

Fiir n > 3 ist eine graphische Darstellung nicht
moglich. Man muf jetzt analytisch vorgehen und
die partiellen molaren Griéfen nach (11) durch
Differentiation ableiten. Da im allgemeinen die
mittlere Zustandsfunktion Z in Abhingigkeit von
den x, eine fiir die Durchfiihrung der Differentia-
tion einfachere Gestalt hat als die totale Zustands-

2G.N. Lewis u. M. Randall, Thermodyna-
mik, Ubersetzung von O. Redlich, Wien 1927, S. 31.
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grofBe z in Abhéngigkeit von den m,, ist die Be-
rechnung der partiellen GrioBen nach (11) der
iiblichen Methode vorzuziehen. Dies sieht man
schon im Falle bindrer Gemische. Will man z. B.
die partiellen molaren Mischungsentropien eines
idealen Zweistoffgemisches aus der bekannten
Beziehung '

48 = —R(xlnx—{—(l—-x)ln(l—x))

(R = Gaskonstante) gewinnen, so ist die Rech-
nung nach (12a) und (12b) einfacher als nach
der gewohnlich benutzten Methode, bei der man
setzt:

_om

m, + m, ”

As = (m, + my,) A4S,

J
ASL.:WAS.

Von allen partiellen molaren Zustandsfunktio-
nen hat eine Grofle besondere Bedeutung: das von
Gibbs eingefiihrte chemische Potential p,, defi-
niert durch:

— 99) g g
=) Grii=1 2,

sy Ty My

(14)

g ist die totale freie Enthalpie (Gibbssche freie
Energie). Das chemische Potential hat in zwei
Phasen (gekennzeichnet durch einen bzw. zwei
Striche), die miteinander im Gleichgewicht sind,
fiir jede Komponente den gleichen Wert:

M: = ‘u:/ (15)

Wegen dieser fundamentalen Eigenschaft hat Gug-
genheim? fiir p; an Stelle des Namens ,partielle
molare freie Enthalpie” die Gibbssche Bezeichnung
»chemisches Potential“ wieder eingefiihrt und neben
die Definitionsgleichung (14) noch drei andere gleich-
wertige Gleichungen gesetzt. Im vorliegenden Falle,

in dem P und T als unabhéingige Variable gewihlt
sind, interessiert uns aber nur GI. (14).

Setzen wir fiir Z die molare freie Enthalpie der
Mischung @, fiir 2,die Grofle p;, so erhaltep wir
aus (10) und (15):

(9(})’_ (JG)”
) =)

3E. A . Guggenheim?, S.23,30.

(16)
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Aus (11) und (15) ergibt sich:

Zx

k=1

n—1 ’ V4
IG
G"sz Jxk): ) (17)
F=1

Die Gln. (16) und (17) ersetzen in gewissem
Sinne die einfachere Koexistenzbeziehung (15),
bieten aber bestimmte Vorteile, besonders fiir
graphische Darstellungen von Gleichgewichten
bei terniren Systemen.

Schreinemakers? benutzt die Beziehungen
(16) und (17), um iiber Mehrphasengleichgewichte
von Vielkomponentensystemen gewisse Sitze zu ge-
winnen, glbt aber keine allgemeine Herleitung. Die
fiir n = 3 gegebene Ableitung?® ist umsténdlich.

Fiir n = 2 folgt aws (16) und (17), wenn wir den
einzigen unabhéingigen Molenbruch x nennen:

TN
(G—-x-%g) = (Gfx%),/ (18b)

Aus diesen zuerst von van der Waals®
angegebenen Beziehungen liest man ab: Wenn die
(@, r)-Kurve eine solche Form hat, dafl man eine
Doppeltangente in zwei Punkten an diese Kurve
legen kann, so stellen die beiden Punkte koexi-
stente Phasen dar. Gl. (18a) verlangt némlich
gleiche Neigung der Tangenten, und Gl. (18b)
gleiche Schnittpunkte auf den Ordinatenachsen.

Fiir n = 3 ergibt sich:

aG 4 (7G 144

— ) == 19

() = (=), w9

(ici) - (fﬁ) (19b)
Iz, Ix, ?

G G\
( Yoz, T ox, (19¢)
aG aG 144
= (G‘”la—%—’ﬁg)

Diese von Schreinemakers?” abgeleiteten
und viel angewendeten Gleichungen besagen: Hat
die G Fliche eine solche Form, dal man an zwei
Punkte eine Doppelberiihrungsebene legen kann,

* H W.BakhuisRoozeboom, Die heteroge-
nen Gleichgewichte, Braunschweig, 3. Heft 1. Teil (Ab-
handlung von F. A. H. Schreinemakers, 1911),
S. 282.
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so gibt es zwei koexistente Phasen, deren Zusam-
mensetzungen durch diese Punkte angegeben wer-
den. — Schlieflich werde noch die Anwendung
einiger der abgeleiteten Gleichungen auf ein Spe-
zialproblem gezeigt.

Kehren wir zu Gl. (4a) zuriick und setzen wir:

/A oG A G .

“=toop = op = Voor = or = =5

(V= Volumen, S = Entropie). Damit erhalten wir:

n

> @, du, = VdP—SdT.

b=

(20)

Diese Gleichung (die Gibbs-Duhemsche Bezie-
hung in der bekannten Form) muB fiir jede Phase
gelten.

Fiir Gleichgewicht zwischen zwei Phasen gilt:

dT"=dT"=dT
P'=dP"=dP
du, = du,/ = du, .
Die Koexistenzbedingung fiir zwei Phasen lau-
tet also:

VdpP—SarT,

Zx dy,k

k=1
. 1)
> @ du,=V"dP—S8"dT.

k=1

Es ergibt sich ferner aus (10):

IG
om M
G
dui—de'+du,,,
n—1 n—1 n—1
Zxdy,k Zmd +Zxdu
E=1 k=1 k=1
Daraus folgt:
"o,
x
Zr du, = Z.r d(,)—x;—{— du, .
k=1 k=1

s H W. B. Roozeboom? S. 250.

6 J D. van der Waals, Z. physik. Chem. 5,
133 [1890].

7F.A.H. S
36, 271 [1901].

Schreinemakers, Z physik. Chem.
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)
Wir erhalten also mit d ( i ) d ( %G ) = dﬁ
ox oz, Iz,
aus (21):
n—1

S @, —a)d —jﬁ =(V'— V"dP—(S'—S")dT.
xk

Nun gilt
2 IG 2 G _ IV
P, P m,’
Jd IG J IG ___iS_
oT oz, o, T  ox.’
IG
d%—k dP———dT+ Z dz,.
Es folgt
"o 9V]
" ___ o T
{ . % Z (@, — ) axkldP
k=1
V' on—1 (22)
’ ” ’ .. IS
_{s —87— > (xk—xk)—ﬂ;}dT
k=1
n—1 n—1 32(}
= Z Z (@, — x,) %, %, de,, .
k=1 m=1
iK, Ll 5 4G und dz_ beziehen sich wahl-
Iz, (7:r Jx, dr. i m

weise auf eine der beiden Phasen. Diese von
Storonkin® angegebene Koexistenzgleichung
fiir Systeme mit beliebig vielen Komponenten hat
fiir Zweiphasengleichgewichte grofle Bedeutung.
Sie wurde in einer fritheren Mitteilung® bei der
Untersuchung von Verdampfungsgleichgewichten
bereits diskutiert. An dieser Stelle soll uns nur
eines interessieren: Sind die in geschweiften
Klammern stehenden Ausdriicke fiir alle Werte
von z, endlich? Storonkin® hat diese Frage
ebenfalls beantwortet. Wir wollen aber einen an-
deren Weg gehen, der zu besonders iibersicht-
lichen Resultaten fithrt und auflerdem in gewis-
sen Fillen Vorzeichenaussagen gestattet. Es wird
an die vorangehenden Ausfithrungen iiber par-

8 A. Storonkin, Acta physicochim. URSS 13,
505 [1940].

» R. Haase, Z. Naturforschg. 2a, 492 [1947].
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tielle molare ZustandsgroBen angekniipft. Dabei
geniigt die Durchrechnung fiir einen der Summen-
ausdriicke, da der zweite vollig analog zu behan-
deln ist. Wir untersuchen die Summe

) (3—2) (23)

Wenn wir in den Gln. (2a), (10), (11) als Zu-
standsfunktion das Volumen einfithren (V= Mol-
volumen der Mischung, v, = partielles Molvolu-
men), so erhalten wir:

»—1

— 2 @

k=1

V=V —

v
a—xk'—-vk—vn,
n—1 Z)V
v,=V— Z z, o,
k=1

Wir substituieren in (23):

n—1
’ ’ ’
Zx i= D Ty T,
E=1 k=1
i S (2
=t 9x )
k=1
n—1 oV n—1
144
’ — ’ II_ r’
S o) = XA e =
E=1 k k=1
Daraus ergibt sich:
n—1 n—1
II___ » ’ ’ X ’ II__ r’” I 24
VO - Z xkvk+xn U — Z xk(vk 7‘7n) O,
k=1 Ri=(]
n—1 n—1
- ’ ’ ’ A R L _ ’
- Z xk(vk—vk,) + %, Y, Y (1 Z xk).
k=1 k=1
n—1
Mit 2/ =1— ) ; folgt:
k=1
n
4 ’ ’ 7
V= Z z, (v, —v)) . (24)

k=1
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Der Unterschied der Partialvolumina einer
Komponente in zwei Phasen ist eine endliche
GroBe. Speziell fiir das Gleichgewicht Fliissigkeit
(") — Dampf (') ergibt sich fiir nicht allzu grolle
Nihe eines kritischen Punktes: v}, >, . Man er-
hilt also: V"> 0. Eine analoge Beziehung gilt
fiir den Koeffizienten von dT in GI. (22).

Diese Ergebnisse wurden bei einer friiheren
Rechnung?® bereits benutzt.

Die mitgeteilten Gleichungen wurden bei der Auf-
stellung allgemeingiiltiger Beziehungen fiir die Ver-
dampfungsgleichgewichte von Mehrstoffgemischen: ge-
wonnen. Hrn. Prof. Jost danke ich herzlich fiir das
Interesse an der Arbeit.

Dampfdruck und Entmischung an hochmolekularen Losungen

Von ERNST JENCKEL

Aus dem Institut fiir theoretische Hiittenkunde und physikalische Chemie
der Technischen Hochschule Aachen

(Z. Na.iurforschg. 3a, 290—298 [1948]; eingegangen am 19. Januar 1948)

1. An den Systemen Polystyrol—a-Picolin, Polystyrol—Toluol und Polymethacrylester—
a-Picolin wurde zwischen /> = 0 bis 90 Grundmolprozenten der Dampfdruck bestimmt.
Er weicht stark vom idealen Verhalten ab und 148t sich zwischen 0 und 70 Grundmol-
prozenten durch die Gleichung Ina; = — K2’ mit K = + 1,111 bzw. + 0,804 bzw.
+ 1,176 wiedergeben. 2. An der sich entmischenden Lésung Polystyrol — Octadecylalkohol
wurde inshesondere der kritische Punkt bei verschiedenen Kettenldngen festgestellt.
Die kritische Zusammensetzung entspricht einer sehr verdiinnten Lésung, wie auch an
einigen anderen hochmolekularen Lésungen bestitigt werden konnte, die kritische Tem-
peratur steigt nur sehr wenig mit dem Polymerisationsgrad an. 8. Die Dampfdruck-
kurven lassen sich mit der Vorstellung der ,reguliren® Losung wiedergeben, die be-
obachteten kritischen Daten widersprechen ihr vollig. Letztere lassen sich aber vor-
ziiglich aus den ,irreguliren” Losungen herleiten, nachdem fiir verdiinnte Losungen
kiirzlich von A. Miinster die Losungsentropie berechnet werden konnte. 4. Unab-
héngig von jeder Theorie folgt aus den beobachteten Dampfdruckkurven die Ostwaldsche

Extrapolationsformel auf unendliche Verdiinnung.

m folgenden soll iiber Dampfdruck-Messungen

an einigen hochmolekularen Lésungen berich-
tet werden, bei denen Wert auf einen moglichst
ausgedehnten Konzentrationsbereich gelegt wurde.
Ferner wurde an anderen Losungen die Ent-
mischung in zwei fliissige Phasen und insbeson-
dere der kritische Punkt bestimmt. Beide Ver-
suchsreihen lassen gewisse Besonderheiten er-
" kennen, die offenbar fiir hochmolekulare Stoffe
kennzeichnend sind. Wie die Thermodynamik

lehrt, konnen diese Gleichgewichte aus den Ener- .

gie- und Entropieéinderungen bei der Herstellung
der Losung aus den reinen Komponenten herge-
leitet werden. Es wird daher weiterhin untersucht,
ob die Charakteristika der hochmolekularen L&-
sungen vornehmlich auf besondere Energie- oder
aber auf Entropieinderungen zuriickgefiihrt wer-

! Im System Polystyrol— p-Xylol wurde, wohl
durch einen geringen Wassergehalt des Losungsmit-

tels veranlalit, ein Maximum des Dampfdrucks bei
etwa 20 Grundmolprozenten Polymerisat gefunden.

den miissen, mit dem Ergebnis, daB die letzteren
ausschlaggebend sind.

A Experimentelles

1. Dampfdruck (nach Versuchen von Leo
Goerden). Es wurden die Gemische Polystyrol—a-
Picolin, Polystyrol—Toluol und Polymethacrylester
(Plexiglas) —a-Picolin gemessen. Die Polymerisate
und die niedrigmolekularen Losungsmittel waren so
ausgesucht, dafl jeweils ein Polymerisat und ein
Losungsmittel mit ausgeprigtem und mit schwachem

" Dipolmoment verwandt wurden. Die Lisungsmittel

waren sorgfiltig getrocknet! und fraktioniert.

Der Dampfdruck wurde in der in Abb. 1 skizzierten
Anordnung gemessen. Zunichst wurden in mehrere
Toépfe U genaue Mengen Polymerisat eingewogen
und dann eine ungefihre Menge Losungsmittel hinzu-
pipettiert. In einem evakuierten, Calciumchlorid ent-
haltenden Exsiccator wurden die Gemische einige
Tage sich selbst iiberlassen, damit die Losungen
homogen wurden. Unmittelbar vor Ansatz eines Mef-
versuches wurde dann die genaue jeweilige Losungs-
mittelmenge zuriickgewogen. Der Oberteil O wurde



